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Abstract
Dans ce rapport nous pre´sentons un nouveau sche´ma nume´rique pour l’hydrodynamique
Lagrange bidimensionnelle. Ce sche´ma colocatif est base´ sur une formulation en e´nergie
totale. La vitesse des noeuds et le calcul des flux aux faces du maillage sont obtenus de
manie`re cohe´rente par un solveur nodal. La construction de ce solveur repose sur les deux
principes fondamentaux de conservation de la quantite´ de mouvement et d’ine´galite´ en-
tropique. Ce solveur s’interpre`te comme une extension bidimensionnelle du solveur acous-
tique de Godunov. Les re´sultats nume´riques correspondants a` des cas-tests repre´sentatifs
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1 Introduction
L’hydrodynamique de l’implosion d’une cible FCI est un processus complexe (cf. [20]).
L’e´coulement instationnaire multimate´riaux qui en re´sulte est le sie`ge d’ondes de choc
intenses au sein d’une ge´ome´trie caracte´rise´e par de forts rapports d’aspect. La simu-
lation de ces phe´nome`nes consiste a` re´soudre les e´quations de la dynamique des gaz en
coordonne´es de Lagrange. Le formalisme Lagrangien utilise un maillage lie´ a` la matie`re
mais les ope´rateurs aux de´rive´es partielles sont exprime´s en coordonne´es Euleriennes.
Cette e´criture est bien adapte´e a` la description de ce type d’e´coulements. On s’affranchit
ainsi du proble`me de la diffusion nume´rique inhe´rente aux termes de convection dans le
formalisme Eulerien.
Cependant une difficulte´ apparaˆıt : comment calculer le mouvement des noeuds du
maillage de manie`re cohe´rente avec la discre´tisation des e´quations de la dynamique des
gaz? La re´ponse la plus simple a` cette question consiste a` discre´tiser la vitesse aux noeuds
et les quantite´s thermodynamiques (densite´, pression, e´nergie interne) aux centres des
mailles. On aboutit ainsi au sche´ma de Wilkins [23] extension bidimensionnelle du sche´ma
VNR (Von Neumann Richtmyer) [17]. Ce type de sche´ma base´ sur une discre´tisation spa-
tiale de´cale´e repose sur une formulation en e´nergie interne. Le de´poˆt entropique duˆ aux
chocs est mode´lise´ par un terme de pseudo-viscosite´. Ce sche´ma ne pre´serve ni la conserva-
tivite´ de la quantite´ de mouvement ni celle de l’e´nergie totale, il engrendre e´galement des
oscillations nume´riques au voisinage des chocs. En outre il contient des modes parasites
instables dont la suppression ne´cessite l’ajout d’un terme correctif d’antide´rive (cf. [2]).
Toutefois ce sche´ma be´ne´ficie d’une longue expe´rience et les re´sultats obtenus sont fiables
quelque soit l’intensite´ des phe´nome`nes observe´s, de plus le couplage a` une physique plus
complexe (conduction, transfert radiatif, e´lastoplastique) est relativement aise´. Notons
e´galement que de nombreuses ame´liorations ont e´te´ apporte´es a` la mode´lisation du terme
de pseudo-viscosite´ (cf. [4]) ce qui accroit la robustesse et la pre´cision de cette me´thode.
Une me´thode alternative a e´te´ de´veloppe´e dans les anne´es quatre vingt [2]. Cette
me´thode de type Godunov, utilise un sche´ma colocatif et une formulation en e´nergie
totale. Le calcul des flux aux faces (pression et vitesse normale) est effectue´ a` l’aide d’un
solveur de Riemann approche´. Toutefois la vitesse des noeuds n’est pas intrinse`que au
sche´ma : elle est obtenue en minimisant au sens des moindres carre´s l’erreur entre la
vitesse normale des bras issus d’un noeud et la projection de la vitesse du noeud sur
ces faces. Cette approche souffre de limitations en pre´sence d’e´coulements fortement
bidimensionnels. De plus le couplage a` une physique plus complexe s’ave`re de´licat a`
mettre en place dans le cadre de ce sche´ma.
Re´cemment une nouvelle approche a e´te´ propose´e dans les re´fe´rences [12], [1] et [16].
Elle s’appuye sur une e´criture totalement Lagrangienne des e´quations d’Euler, i.e. : on
exprime les ope´rateurs aux de´rive´es partielles en fonction des coordonne´es de Lagrange,
ce qui ne´cessite d’e´valuer au cours du temps la me´trique associe´e a` la transformation
Lagrange-Euler. Dans ce cadre le syste`me de la dynamique des gaz est faiblement hyper-
bolique ce qui conduit a` une difficulte´ pour l’e´criture de sche´mas nume´riques. Ce point
dur a e´te´ re´solu par Despre´s et Mazeran [6] et [7]. Dans ces re´fe´rences une base the´orique
est de´veloppe´e permettant de construire un sche´ma nume´rique de type volumes finis avec
un solveur nodal multidimensionnel. Ce sche´ma bidimensionnel est rigoureusement con-
servatif pour la quantite´ de mouvement et l’e´nergie totale. Par construction la vitesse des
noeuds est compatible avec le calcul des flux aux faces des mailles. Les premiers re´sultats
obtenus avec ce sche´ma pour des cas-tests standarts sont tre`s encourageants. Toutefois
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un examen plus approndi de ce sche´ma met en e´vidence deux limitations qui peuvent eˆtre
re´dhibitoires pour les applications physiques. La premie`re limitation concerne la mise
en place des conditions aux limites, celle-ci peut s’ave´rer de´licate dans le cas de mailles
de coin. La seconde est due a` la sensibilite´ du solveur nodal au rapport d’aspect des
mailles. Dans le cas d’e´coulements monodimensionnels pour des mailles tre`s allonge´es
dans la direction de l’e´coulement on note l’apparition d’instabilite´s nume´riques.
Dans la continuite´ des travaux pre´ce´dents [1], [6] nous proposons un nouveau sche´ma
Lagrangien bidimensionnel de type volumes finis. Ce sche´ma colocatif est base´ sur une
formulation en e´nergie totale. La vitesse des noeuds et le calcul des flux aux faces du
maillage sont obtenus de manie`re cohe´rente par un solveur nodal. La construction de
ce solveur repose sur les deux principes fondamentaux de conservation de la quantite´
de mouvement et d’ine´galite´ entropique. Ce solveur s’interpre`te comme une extension
bidimensionnelle du solveur acoustique de Godunov. Par ailleurs nous montrons que ce
solveur nodal de´ge´ne`re rigoureusement vers le solveur acoustique de Godunov dans le cas
d’e´coulements monodimensionnels a` syme´trie plane ou cylindrique. Le traitement des
conditions aux limites ne pose aucun proble`me.
Le plan de l’expose´ est le suivant : dans un premier temps nous rappelons l’e´criture
des e´quations de la dynamique des gaz dans le cadre Lagrangien. Nous abordons ensuite
le proble`me de la discre´tisation spatiale en posant le proble`me fondamental de la com-
patibilite´ entre les flux et la vitesse des noeuds. La re´ponse a` cette question est obtenue
par la construction d’un solveur nodal qui fait l’objet de la troise`me partie. Nous passons
ensuite a` la discre´tisation temporelle. Nous terminons enfin par une validation de notre
sche´ma a` l’aide de cas-tests repre´sentatifs de l’hydrodynamique FCI.
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2 Equations de la dynamique des gaz dans le for-
malisme Lagrangien
Dans cette section nous rappelons l’e´criture des e´quations de la dynamique des gaz com-
pressibles dans le formalisme Lagrangien. Conside´rons un domaine fluide Ω(t) de R2 a` un
instant t > 0 et un point Q de coordonne´es (X,Y ) dans le repe`re (O,X, Y ). On note (x, y)
les coordonne´es de Q a` l’instant initial (t = 0). La description Lagrangienne consiste a`
suivre l’e´volution de la particule fluide associe´e a` Q au cours du temps. Dans ce cadre les






= u(X,Y, t), X(x, y, 0) = x,
∂Y
∂t
= v(X,Y, t), Y (x, y, 0) = y,
ou` (u, v) de´signe les coordonne´es du vecteur vitesse V . Sous re´serve d’une re´gularite´ suff-
isante du champ de vitesse, le syste`me (T ) admet une unique solution (X(x, y, t), Y (x, y, t)),
ce qui nous permet de de´finir l’application :
A : Ω(0)→ Ω(t)
(x, y) 7→ (X,Y ).
Cette application est bijective si et seulement si son Jacobien J ≡ J(x, y, t) est strictement
positif (puisque J(x, y, 0) = 1). C’est ce que l’on supposera dans toute la suite de l’expose´.
Sachant que J est de´fini par :
J(x, y, t) =
∣∣∣∣ ∂xX ∂xY∂yX ∂yY
∣∣∣∣ ;




− J∇X · V = 0.
De plus, si ϕ ≡ ϕ(X,Y, t) de´signe une variable de l’e´coulement exprime´e en coordonne´es
Euleriennes, nous notons ϕ¯ ≡ ϕ¯(x, y, t) = ϕ(X(x, y, t), Y (x, y, t), t) cette fonction ex-













Les e´quations d’Euler pour un fluide compressible non visqueux et non conducteur de la






+∇X · (ρV ) = 0,
∂
∂t
(ρV ) +∇X · (ρV ⊗ V ) +∇XP = 0,
∂
∂t
(ρE) +∇X · (ρEV ) +∇X · (PV ) = 0,
ou` ρ de´signe la densite´ massique, P la pression et E l’e´nergie totale spe´cifique. On note
ε = E − 12‖V ‖2 l’e´nergie interne spe´cifique. La fermeture thermodynamique de (E) est
assure´e par la donne´e d’une e´quation d’e´tat P ≡ P (ρ, ε).
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En appliquant la relation 2.2 aux variables conservative de l’e´coulement, on obtient




















Afin de simplifier les notations, nous omettrons par la suite la notation barre. Pour fermer
le syste`me pre´ce´dent, on lui adjoint l’e´quation d’e´volution du Jacobien 2.1. Finalement








− J∇X · V = 0,
∂
∂t
(ρV J) + J∇XP = 0,
∂
∂t
(ρEJ) + J∇X · (PV ) = 0.
La premie`re e´quation qui exprime la conservation de la masse, s’inte`gre trivialement :
(2.3) ρJ = ρ0,
ou` ρ0 ≡ ρ0(x, y) est la densite´ initiale du fluide. En utilisant cette dernie`re relation et
en introduisant le volume spe´cifique τ =
1
ρ















+∇X · (PV ) = 0.
L’e´volution des coordonne´es Euleriennes e´tant re´gie par l’e´quation des trajectoires (T ).
Pour finir nous donnons e´galement une formulation inte´grale des e´quations d’Euler
qui nous sera utile pour aborder la discre´tisation spatiale. Cette formulation e´crite sur le
domaine fluide Ω(t), est obtenue en inte´grant le syte`me (L1) sur le domaine Lagrangien
ω = Ω(0). Sachant que A(ω) = Ω(t) et Jdω = dΩ, il vient naturellement en appliquant































PV ·N d∂Ω = 0,
ou` N de´signe la normale sortante sur le bord ∂Ω du domaine Ω(t).
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Remarque 1 Les syste`mes (L1) et (L2) ne sont pas comple`tement e´crits en coordonne´es
de Lagrange, en effet les ope´rateurs aux de´rive´es partielles sont exprime´s en fonction des
coordonne´es Eule´riennes dont on doit suivre l’e´volution au cours du temps a` l’aide de
(T ). L’appellation Lagrangienne est dans ce cas un abus de langage que l’on emploiera
malgre´ tout pour se conformer a` l’usage. Ne´anmoins l’e´criture totalement Lagrangienne
du syste`me de la dynamique des gaz existe. Pour des e´coulements monodimensionnels
elle est simple et utilise´e depuis tre`s longtemps (cf. [25]), elle repose sur l’utilisation
de la coordonne´e de masse (m), i.e. dm = ρ0(x)dx. En revanche pour les e´coulements
multidimensionnels cette e´criture est beaucoup plus complexe car elle ne´cessite l’emploi
de la matrice Jacobienne afin d’exprimer les ope´rateurs gradient et divergence dans les
coordonne´es Lagrangiennes (x, y). On se reportera aux re´fe´rences [12],[16] pour plus de
de´tails concernant l’obtention de cette e´criture. Outre sa complexite´, cette e´criture pose
un proble`me mathe´matique : le syste`me de la dynamique des gaz en coordonne´es Lagrang-
iennes est faiblement hyperbolique, d’ou` une difficulte´ supple´mentaire pour l’obtention de




3.1 Notations, hypothe`ses et proble´matique
Soit {ωj , j = 1..J} une subdivision en mailles polygonales du domaine ω initialement
occupe´ par le fluide. On pose Ωj = A(ωj), Ωj est une maille polygonale de sommets
Qr, r = 1..rr(j). On notera rr(j) ou rr, le nombre de sommets (ou de faces) de la maille
Ωj . La nume´rotation des sommets est effectue´e dans le sens trigonome´trique (cf. figure
1), de plus elle est cyclique, i.e. Qrr(j)+1 = Q1 et Q0 = Qrr(j). Le repe`re (O,X, Y ) est
muni de la base orthonorme´e (eX , eY ) que l’on comple`te par le vecteur eZ = eX × eY .
(Xr, Yr) de´signe les coordonne´es Euleriennes du sommet courant Qr, qui de´pendent du
temps. Relativement a` la face de´finie par le segment [Qr, Qr+1], on note Lr,r+1 sa longueur,
Tr,r+1 sa tangente unitaire oriente´e dans le sens trigonome´trique et Nr,r+1 sa normale




Lr,r+1Nr,r+1 = Lr,r+1Tr,r+1 × eZ .
















moyennes sont note´es ρj , τj , Jj , Pj , Ej , εj et Vj . On introduit e´galement la masse de la


























PV ·N d∂Ω = 0.
En introduisant Vr,r+1 et Pr,r+1 respectivement la vitesse et la pression moyenne sur la






























signifie que l’on somme sur toutes les faces de la maille.





= ur, Xr(0) = xr,
dYr
dt
= vr, Yr(0) = yr,
ou` (ur, vr) sont les composantes du vecteur vitesse Vr du sommet Qr.
A ce stade les difficulte´s essentielles de la discre´tisation spatiale apparaissent, elles
re´sident dans les deux points suivants :
• comment calculer la vitesse des noeuds Vr ?
• cette vitesse e´tant connue, comment assurer la compatibilite´ entre le de´placement
des noeuds et la variation de volume de la maille ?
Il s’agit donc de construire un solveur permettant de calculer non seulement
les flux aux faces i.e. : Vr,r+1, Pr,r+1 mais aussi la vitesse des noeuds Vr et ce
de manie`re cohe´rente. C’est l’objet des sections suivantes.
Remarque 2 En adoptant une discre´tisation sur grille de´cale´e (quantite´s scalaires de´finies
aux mailles et vitesse aux noeuds), on re´sout de manie`re naturelle le proble`me pre´ce´dent.
On aboutit ainsi au sche´ma de Wilkins (cf. [23], [24]). L’utilisation de ce sche´ma
ne´cessite l’ajustement de parame`tres nume´riques, afin de contrecarrer un certain nombre
de proble`mes re´pertorie´s : de´faut de monotonie, traitement des chocs par viscosite´ arti-
ficielle, pre´sence de modes nume´riques instables. Il n’en reste pas moins que ce sche´ma
demeure la re´fe´rence inconteste´e pour le traitement d’e´coulements dans le formalisme La-
grangien.
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3.2 Approximation du flux de volume
Nous allons, a` l’aide d’une interpre´tation purement ge´ome´trique de l’e´quation (ii) du
syste`me (Lf ), e´tablir le lien entre le flux de volume Lr,r+1Nr,r+1 ·Vr,r+1 et la vitesse des
noeuds Vr. On remarque tout d’abord que mjτj = Vj , ou` Vj est le volume de la maille








D’autre part le volume de la maille Ωj peut se calculer a` partir de la position des sommets





OQr ×OQr+1 · eZ .
Dans cette expression, la notation
∑
r,noeud
de´signe une somme effectue´e sur les noeuds de
la maille; ce qui revient a` sommer les aires alge´briques des triangles (O,Qr, Qr+1) (voir
figure 1). En explicitant cette formule a` l’aide des coordonne´es des sommets et en de´rivant





















on re´arrange les deux derniers termes de la somme par de´calage d’indice : r → r − 1









(Yr+1 − Yr + Yr − Yr−1) dXr
dt













(Lr−1,rNr−1,r + Lr,r+1Nr,r+1) · Vr,










Lr,r+1Nr,r+1 · (Vr + Vr+1) .
La comparaison de 3.2 et 3.4 nous permet d’exprimer la vitesse aux faces en fonction de




(Vr + Vr+1) .
Cette relation fondamentale nous permet d’e´crire deux discre´tisations e´quivalentes
pour la variation de volume spe´cifique, l’une en terme de flux aux faces, l’autre
10
en terme de flux aux noeuds. En outre ces discre´tisations sont compati-
bles avec le mouvement des noeuds. On retrouve ainsi d’une manie`re purement
ge´ome´trique un re´sultat en tout point similaire a` celui e´nonce´ dans la re´fe´rence [6].
Au vu des re´sultats pre´ce´dents deux me´thodes sont possibles pour le calcul effectif de la
vitesse aux faces. La premie`re est base´e sur le calcul de la vitesse normale (Vr,r+1·Nr,r+1)
avec un solveur de Riemann aux faces. Pour obtenir la vitesse nodale Vr il faut alors
inverser la relation 3.5, ce qui en ge´ne´ral est impossible. On peut la calculer de manie`re
approche´e en utilisant une technique de minimisation au sens des moindres carre´s (cf. [2]).
On doit alors recalculer la variation de volume des mailles pour rester cohe´rent avec le
de´placement des noeuds. La seconde me´thode repose sur un calcul pre´alable de la vitesse
nodale Vr a` l’aide d’un solveur aux noeuds qui reste a` de´finir. La vitesse des faces en
de´coule naturellement via la relation 3.5. Dans la suite de l’expose´ nous privile´gierons
cette seconde approche en construisant un solveur aux noeuds.
3.3 Approximation du flux de quantite´ de mouvement
Par mime´tisme avec l’approximation du flux de volume, nous allons e´tablir une approx-
imation du flux de quantite´ de mouvement aux noeuds cohe´rente avec celle de´finie aux
faces. De manie`re analogue a` 3.5 nous posons :









ou` P j, r+1r (resp. P
j, r
r+1) de´signe la pression qui s’applique sur la moitie´ de la face [Qr, Qr+1]
vue du sommet Qr (resp. Qr+1) et de la maille Ωj (cf. figure 2), on a surcharge´ les nota-






le demi-flux de pression pour la face [Qr, Qr+1] vue du sommet Qr et de la maille Ωj . On
notera qu’au niveau du sommet Qr, vu de la maille Ωj , coexistent les deux pressions
P j, r+1r et P
j, r−1
r . Notre approche diffe`re en cela de celle adopte´e dans la re´fe´rence [6], ou`
une seule pression est de´finie au sommet Qr.































3.7 et 3.8 constituent deux discre´tisations e´quivalentes de l’e´quation de quantite´ de mou-
vement en terme de flux aux faces et de flux aux noeuds. Pour e´valuer ces flux, il faudra
calculer deux pressions par faces ou par noeuds pour chaque maille Ωj .
Remarque 3 Notons que dans le cadre de l’approche classique base´e sur un solveur de
Riemann aux faces, la pression ainsi de´termine´e sur la face [Qr, Qr+1] est commune aux
deux mailles se partageant cette face. La conservativite´ de la quantite´ de mouvement en
de´coule aussitoˆt. Cela n’est plus le cas avec notre approche. En effet, si Ωk est la maille
adjacente a` la face [Qr, Qr+1], a priori les pressions sur cette face vues de la maille j et
de la maille k n’ont aucune raison d’eˆtre e´gale. Ce point important sera un des pivots de



























Figure 2: Pressions aux faces
3.4 Approximation du flux d’e´nergie
La discre´tisation de l’e´quation d’e´nergie totale de´coule de celle de l’equation de quantite´


























Lr−1,rNr−1,rP j, r−1r + Lr,r+1Nr,r+1P
j, r+1
r
) · Vr = 0.
Soulignons que pour assurer l’e´quivalence des deux formulations 3.9 et 3.10 nous avons
approcher le flux d’e´nergie en posant :










En rassemblant les re´sultats des paragraphes pre´ce´dents, nous obtenons une discre´tisation
des e´quations de la dynamique des gaz Lagrangienne, base´e sur une approximation des
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Lr−1,rNr−1,rP j, r−1r + Lr,r+1Nr,r+1P
j, r+1
r
) · Vr = 0.


























De plus cette de´finition des flux aux faces est cohe´rente avec le mouvement des noeuds.
Pour achever la discre´tisation spatiale, nous devons calculer pour chaque sommet Qr






4 Construction d’un solveur aux noeuds




r repose sur les deux arguments suivants :
• conservativite´ globale pour la quantite´ de mouvement,
• ine´galite´ entropique locale.
Le premier argument de´coule de la remarque 3 : il n’y a pas unicite´ de la pression sur
la face [Qr, Qr+1], contrairement a` l’approche classique volumes finis et de ce fait on
perd la conservativite´ de la quantite´ de mouvement et de l’e´nergie. Pour y reme´dier, nous
construisons une premie`re condition suffisante permettant d’assurer la conservativite´ de la
quantite´ de mouvement au niveau global. Le second argument est relatif a` la consistance
thermodynamique du sche´ma, afin de capturer correctement les chocs, nous construisons
une seconde condition suffisante qui garantit une dissipation positive de l’entropie au
niveau local. Ces deux conditions suffisantes nous conduisent a` un syste`me d’e´quations






Soient J le nombre de mailles et R le nombre de noeuds strictement a` l’inte´rieur du
domaine. On rappelle que rr(j) de´signe le nombre de noeuds (de faces) de la maille j et
on note jj(r) le nombre de mailles (de bras) autour du noeud r.
Hors conditions aux limites, on effectue le bilan global de quantite´ de mouvement en


























On a surcharge´ la notation des longueurs et des normales avec l’exposant j pour lever
toute ambiguite´. Les sommes du membre de droite ope`rent sur un nombre de noeuds et


























La conservativite´ de la quantite´ de mouvement est acquise si le second membre est nul,


















La somme pre´ce´dente porte sur toutes les mailles j entourant le noeud r (voir figure 3).
(CS1) s’interpre`te comme une condition d’e´quilibre du noeud r soumis a` l’influence des





On ve´rifie que la condition (CS1) implique e´galement la conservativite´ de l’e´nergie
totale. On somme l’e´quation 3.10 sur toutes les mailles du domaine, en permutant les





















































Figure 3: Pressions sur les demi-bras autour du noeud r
en vertu de (CS1) et puisque la vitesse Vr du noeud Qr est unique.
La conservativite´ du volume est naturellement ve´rifie´e, on l’obtient en sommant la





















· Vr = 0.
















puisque le contour s’appuyant sur les noeuds extreˆmes des bras issus du sommet Qr est
un contour ferme´ (en pointille´s figure 3).
4.2 Ine´galite´ entropique
Nous e´valuons la variation de l’entropie moyenne σj de la maille j au cours du temps. Si













Nous proce´dons au calcul de cette expression en deux e´tapes : nous de´terminons d’abord






− Vj · dVj
dt






• Variation d’e´nergie interne :
en multipliant scalairement l’e´quation 3.8 de quantite´ de mouvement par Vj nous obtenons
la variation d’e´nergie cine´tique :








Lr−1,rNr−1,rP j, r−1r + Lr,r+1Nr,r+1P
j, r+1
r
) · Vj .










Lr−1,rNr−1,rP j, r−1r + Lr,r+1Nr,r+1P
j, r+1
r
) · (Vr − Vj) .
• Travail de la pression :









(Lr−1,rNr−1,rPj + Lr,r+1Nr,r+1Pj) · Vr,















(Lr−1,rNr−1,r + Lr,r+1Nr,r+1) = 0,
















Pj − P j, r+1r
)
Nr,r+1
]·(Vr − Vj) ,
pour que le second membre soit positif il suffit que :
(CS2)
{
Pj − P j, r−1r = αj (Vr − Vj) ·Nr−1,r, r = 1..rr(j),
Pj − P j, r+1r = αj (Vr − Vj) ·Nr,r+1, r = 1..rr(j),
ou` αj est un coefficient positif qui a la dimension d’un flux de masse. Les deux relations
de (CS2) s’interpre`tent comme deux invariants de Riemann le long des directions Nr−1,r
etNr,r+1. Par analogie avec le solveur acoustique de Godunov (cf. [19]), on fixe la valeur
de αj e´gale a` l’impe´dance acoustique de la maille j :
(4.6) αj = ρjcj ,
et cj = (∂ρP )σ repre´sente la vitesse du son isentropique. Sous la condition (CS2) la
















cette expression est tout a` fait analogue au terme de pseudo-viscosite´ utilise´ dans les
sche´mas de´cale´s de type Wilkins (cf. [4]).
Pour un noeud r donne´ (hors condition aux limites) nous avons 2jj(r) pressions a`
calculer, soient avec la vitesse Vr : 2jj(r) + 2 inconnues scalaires. (CS1) nous fournit
2 e´quations scalaires et (CS2) nous en donne 2jj(r). Nous pouvons donc calculer ef-
fectivement les pressions et la vitesse au noeud r. Ce calcul est l’objet du paragraphe
suivant.
Remarque 4 P j, r−1r et P
j, r+1
r qui sont donne´es par (CS2) ne diffe`rent que par les di-
rections des normales Nr−1,r et Nr,r+1. De plus dans le cas d’un e´coulement monodi-
mensionnel, une face aligne´e avec l’e´coulement ne contribue pas au flux de quantite´ de
mouvement.
4.3 Calcul de la vitesse et des pressions aux noeuds
Nous modifions quelque peu les notations et nous e´crivons le syte`me line´aire satisfait par
les composantes de la vitesse Vr. Soit un noeud r interne au domaine, entoure´ de mailles
j = 1..jj(r) (voir figure 4). Le bras qui e´mane de r et qui se´pare les mailles Ωj et Ωj−1 a
pour longueur Lj−1/2. On note N
j
j−1 la normale a` ce bras dirige´e de Ωj−1 vers Ωj , on a
e´videmment N j−1j = −N jj−1. On pose P jj−1/2 la pression sur le bras de longueur Lj−1/2,













Figure 4: Notations autour du noeud r
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j−1/2 = Pj + ρjcj (Vr − Vj) ·N
j
j−1,
P j−1j−1/2 = Pj−1 − ρj−1cj−1 (Vr − Vj−1) ·N
j
j−1.
La substitution de (CS2) dans (CS1) nous fournit, apre`s calculs, le syste`me line´aire suivant
pour les composantes de la vitesse Vr :
(S)
{
Aur + Cvr = SMX ,
Cur +Bvr = SMY .

























ou` (N jj−1,X , N
j
j−1,Y ) sont les coordonne´es du vecteur normal N
j
j−1. Pour le second mem-











Soit ∆ le de´terminant du syste`me S :
∆ = AB − C2,






est lie´e, ce qui est impossible dans le cas d’un maillage non de´ge´ne´re´.
Ainsi, le syste`me S admet toujours une unique solution qui de´termine la




j−1/2 s’en de´duisent a` partir de
CS2.
Avant d’aborder le traitement des conditions aux limites, nous donnons dans le para-
graphe suivant l’interpre´tation de ces re´sultats dans le cas d’un e´coulement monodimen-
sionnel a` syme´trie plane et cylindrique.
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Remarque 5 Si l’e´coulement est uniforme, caracte´rise´ par une vitesse V 0 et une pres-
sion P 0 constantes, alors on ve´rifie sans peine que la solution du syste`me S se re´duit a`
Vr = V
0.
4.4 Interpre´tation du solveur dans deux cas simples
4.4.1 Ecoulement 1D a` syme´trie plane
Conside´rons le sommet Qr entoure´ par quatre mailles rectangulaires nume´rote´es de 1 a`
4 dans le sens trigonome´trique (cf. figure 5). Le plan est muni du repe`re orthonorme´
(Qr, eX , eY ). N
j+1
j est la normale au bras se´parant les mailles j et j + 1, oriente´e de j
vers j+1. La longueur de ce bras est note´e Lj,j+1. On utilise la convention de pe´riodicite´
des indices modulo 4. L’e´coulement est monodimensionnel dans la direction eX , ainsi le
champ de vitesse dans la maille j se re´duit a` :Vj = ujex, de plus pour toute variable
























































Figure 5: Ecoulement 1D plan
le calcul des coefficients A,B,C est imme´diat :
A = (L12 + L34)(ρ1c1 + ρ2c2),
B = 2(L23ρ2c2 + L41ρ1c1),
C = 0.
Puisque C = 0 on a Vr = ureX et le calcul de ur de´coule du second membre SMX :
SMX = (L12 + L34)(P1 − P2 + ρ1c1u1 + ρ2c2u2).
Finalement il vient apre`s calculs :
ur =
P1 − P2 + ρ1c1u1 + ρ2c2u2
ρ1c1 + ρ2c2
.
Ce re´sultat est tout a` fait satisfaisant puisque nous retrouvons exactement le solveur
acoustique de Godunov.
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4.4.2 Ecoulement 1D a` syme´trie cylindrique
Soit un maillage polaire e´quisectoriel de centre O. On note θ la mesure de l’angle d’un
secteur. Les couches sont irre´gulie`rement espace´es. Le noeud Qr est entoure´ par qua-
tre mailles qui sont des trape`zes isoce`les. Afin de simplifier les calculs, nous choisis-
sons le repe`re orthonorme´ local (Qr, eX , eY ), ou` eX est le vecteur unitaire dirigeant















































Figure 6: Ecoulement 1D cylindrique
pre´ce´dent. L’e´coulement e´tant a` syme´trie cylindrique, les champs de vitesse sont donne´s
par : V1 = V1N
2
1
, V2 = V2N
2
1
, V3 = −V2N43 et V4 = −V1N43 . Dans le repe`re choisi,
























. Puisque par syme´trie L12 = L34, apre`s simplifications nous obtenons les ex-
pressions suivantes pour A, B, C, SMX et SMY :










)(ρ1c1 + ρ2c2) + 2L23ρ2c2 + 2L41ρ1c1,
C = 0,
SMX = 2L12 cos(
θ
2
)(P1 − P2 + ρ1c1V1 + ρ2c2V2),
SMY = 0.
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Puisque C = SMY = 0, nous en de´duisons que la vitesse du noeud est radiale, i.e. :
Vr = ureX avec
ur =





Cette fois on retrouve le solveur acoustique a` un facteur ge´ome´trique pre`s, qui est duˆ a`
la projection du vecteur vitesse Vj sur l’axe [OQr]. Ce facteur ne pose pas de proble`mes
puisqu’il tend vers 1 lorsque θ → 0 (raffinement sectoriel). On notera au passage que le
caracte`re radial de la vitesse Vr est lie´ a` la nature equisectorielle du maillage. En effet de`s
que le maillage n’est plus e´quisectoriel, on perd la syme´trie : L12 6= L34 ce qui implique
C 6= 0 et par conse´quent vr 6= 0.
4.5 Traitement des conditions aux limites
Nous explicitons dans ce paragraphe la mise en place des conditions aux limites a` l’aide
du solveur aux noeuds de´fini pre´ce´demment. Dans le formalisme Lagrangien nous avons
a` traiter deux types de conditions aux limites sur la frontie`re ∂Ω : pression impose´e ou
vitesse normale impose´e. Nous utilisons les meˆmes notations que dans la section 4.3. Soit
Qr ∈ ∂Ω, il y a jj ≡ jj(r) mailles du domaine Ω autour du noeud r et jj + 1 bras
nume´rote´s dans le sens trigonome´trique (cf. figure 7). Les mailles extreˆmes 1 et jj sont
borde´es par la frontie`re externe ∂Ω. Par commodite´ on note avec les indices 0 et jj + 1
les mailles syme´triques de 1 et jj par rapport a` la frontie`re. Ainsi les normales sortantes
aux deux faces frontie`res issues de Qr sont note´es : N
0
1






































Figure 7: Notations pour les conditions aux limites
4.5.1 Pression impose´e
On pose P ⋆1/2 et P
⋆
jj+1/2 les pressions impose´es sur les faces frontie`res (cf. figure 7). Nous
avons a` calculer 2jj pressions aux bras : P j−1j−1/2; j = 2..jj + 1 et P
j−1
j+1/2; j = 1..jj, soit
au total 2jj +2 inconnues scalaires en comptant la vitesse Vr du noeud r. Ces inconnues
satisfont comme pre´ce´demment les e´quations relatives a` la conservativite´ de la quantite´
de mouvement et a` l’ine´galite´ entropique. Pour la conservativite´ nous effectuons un bilan
21
de quantite´ de mouvement autour du noeud r en prenant en compte les efforts de pression




































j−1/2 = Pj + ρjcj (Vr − Vj) ·N
j
j−1, j = 1..jj,
P j−1j−1/2 = Pj−1 − ρj−1cj−1 (Vr − Vj−1) ·N
j
j−1, j = 2..jj + 1.
La substitution de (CS2p) dans (CS1p) permet d’exhiber le syste`me line´aire suivant sur
les composantes ur et vr de la vitesse Vr :
(Sp)
{
A˜ur + C˜vr = S˜MX ,
C˜ur + B˜vr = S˜MY ,

















































on retrouve les expressions des coefficients A, B et C augmente´s des contributions des
























En appliquant l’ine´galite´ de Schwarz on ve´rifie C˜2 < A˜B˜ pourvu que les mailles ne soient
pas de´ge´ne´re´es, ainsi le syste`me line´aire (Sp) admet toujours une unique solution (ur, vr).
Les pressions aux bras s’en de´duisent a` partir de (CS2p).
4.5.2 Vitesse normale impose´e
Soient V ⋆1/2 et V
⋆
jj+1/2 les valeurs des vitesses normales impose´es sur les deux faces frontie`res
issues du sommet Qr. Nous adoptons la convention suivante : V
⋆ ≥ 0 pour une vitesse
normale entrante dans le domaine. Nous distinguons deux cas, suivant la coline´arite´ des
normales sortantes aux faces frontie`res N0
1




et N jj+1jj ne sont pas coline´aires :
dans ce cas la valeur de Vr est fixe´e par les conditions aux limites et ses composantes sont
solutions du syte`me line´aire :{
N01,Xur +N
0
1,Y vr = V
⋆
1/2,
N jj+1jj,X ur +N
jj+1
jj,Y vr = V
⋆
jj+1/2,
qui admet une unique solution puisque son de´terminant est non nul en vertu de la non
coline´arite´ des normales. Le calcul des pressions aux bras s’obtient a` partir de (CS2p).
• N0
1
et N jj+1jj sont coline´aires :
Dans ce cas le calcul de Vr ne´cessite l’e´criture du bilan de quantite´ de mouvement autour





























ou` P ⋆ est la pression moyenne exerce´e sur les faces externes issues du noeud r. P ⋆ est
une nouvelle inconnue mais nous avons une e´quation supple´mentaire qui de´coule de la










· Vr = L1/2V ⋆1/2 + Ljj+1/2V ⋆jj+1/2.
En substituant l’expression (CS2p) des pressions aux bras dans (CS1v) et en utilisant 4.8
nous obtenons le syte`me line´aire suivant :
(Sv)

A˜ur + C˜vr +DP
⋆ = ŜMX ,
C˜ur + B˜vr + EP
⋆ = ŜMY ,














jj,Y . Quant au second membre
























Le de´terminant du syste`me (Sv) est e´gal a` ∆ = −A˜E + 2C˜DE − B˜D2. En utilisant le
fait que |C˜| <
√
A˜B˜, on peut montrer que ∆ < 0 pourvu que les mailles ne soient pas
de´ge´ne´re´es. (Sv) admet donc toujours une unique solution. On en de´duit les composantes
de la vitesse ur et vr ainsi que les pressions aux bras a` l’aide de CS2p.
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4.6 Conclusion sur le solveur nodal
A partir des arguments de conservativite´ et d’ine´galite´ entropique, nous avons construit
un solveur nodal simple et robuste. Ce solveur, qui s’apparente a` celui construit dans la
re´fe´rence [6], peut s’interpre´ter comme une extension bidimensionnelle du solveur acous-
tique de Godunov. Son usage ne ne´cessite que la connaissance de la vitesse du son isen-
tropique, ce qui ne limite pas son emploi du point de vue de la forme de l’e´quation d’e´tat
(analytique ou tabule´e).
Nous avons montre´ que le syste`me line´aire qui fournit les composantes de la vitesse
nodale, admet toujours une solution (pourvu que les mailles ne soient pas de´ge´ne´re´es)
aussi bien pour les noeuds internes au domaine Ω que pour les noeuds du bord ∂Ω. Sur
ce dernier point, remarquons que nous ne rencontrons pas de singularite´s pour les mailles
de coins contrairement au solveur de´veloppe´ dans [6].
Nous avons e´galement ve´rifie´ que notre solveur bidimensionnel de´ge´ne´rait naturelle-
ment vers le solveur acoustique de Godunov dans le cas d’e´coulements monodimensionnels
a` syme´trie plane et cylindrique. Si l’on conduit ces calculs avec le solveur nodal de´crit
dans [6] nous obtenons des re´sultats moins satisfaisants dans la mesure ou` il apparaˆıt une
de´pendance du re´sultat au rapport d’aspect des mailles.
Finalement, ce solveur re´pond pleinement aux questions pose´es pre´ce´demment puisqu’il
nous fournit la vitesse des noeuds ainsi que les pressions sur les demi-bras entourant les
noeuds. Nous pouvons donc calculer le mouvement des noeuds et les flux aux faces de
manie`re cohe´rente. Ce solveur a e´te´ construit en de´localisant les flux des faces vers les
noeuds et en imposant la conservativite´ de la quantite´ de mouvement autour du noeud.
Cette de´localisation des flux implique une diffe´rence fondamentale avec un sche´ma vol-
umes finis classique. Pour s’en convaincre examinons le cas d’un maillage constitue´ de
quadrangles. On note 1, 2, 3 et 4 les noeuds de la maille Ωj et S, SE, E, NE, N , NO,







































Figure 8: Mole´cule de calcul pour un maillage quadrangulaire
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sique base´ sur la re´solution approche´e d’un proble`me de Riemann aux faces, la maille Ωj
e´change de la quantite´ de mouvement et de l’e´nergie uniquement avec les mailles voisines
qui partagent une face commune, i.e. : les mailles S, E, N et O. Pour cette raison et par
analogie avec les proble`mes de diffusion on introduit le qualificatif de sche´ma a` 5 points.
Avec notre formulation base´e sur le solveur nodal, la maille Ωj e´change de la quantite´
de mouvement et de l’e´nergie avec les mailles voisines qui partagent un noeud commun,
i.e. : les mailles S, SE, E, NE, N , NO, O et SO. Il s’agit donc d’un sche´ma a` 9 points,
cette extension de la mole´cule de calcul renforce le caracte`re bidimensionnel du sche´ma.
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5 Discre´tisation temporelle


























Lr,r+1Nr,r+1 · (Pr,r+1Vr,r+1) = 0, (iv)
ou` les flux aux faces Vr,r+1, Pr,r+1 sont e´value´s a` l’aide du solveur aux noeuds. La
discre´tisation temporelle est conduite de telle sorte que les proprie´te´s acquises lors de la
discre´tisation spatiale soient pre´serve´es. Pour me´moire nous rappelons ces proprie´te´s :
• variation de volume cohe´rente avec le mouvement des noeuds;
• conservativite´ de la quantite´ de mouvement et de l’e´nergie totale;
• ine´galite´ entropique.
Les deux premie`res proprie´te´s imposent une discre´tisation explicite en temps, la troisie`me
ne´cessiterait une implicitation. Nous optons pour une discre´tisation explicite, sachant que
la dernie`re proprie´te´ sera obtenue par un crite`re de limitation du pas de temps, de type
CFL. Nous de´taillons ci-dessous les diffe´rentes e´tapes de cette discre´tisation.
On suppose connues les variables physiques et ge´ome´triques de la maille Ωj a` l’instant










r . Nous calculons leurs valeurs a` l’instant t
n+1, on
pose ∆t = tn+1 − tn.
5.1 Mouvement des noeuds et variation de volume
Le solveur nodal nous fournit la vitesse des sommets Vr et les demi-pressions aux faces
P j, r+1r , P
j, r
r+1, a` partir des variables physiques de´finies a` l’instant t
n. L’inte´gration explicite
de l’e´quation des trajectoires nous donne la position des noeuds pour chaque instant





r + (t− tn)ur,
Yr(t) = Y
n
r + (t− tn)vr,






Y n+1r = Y
n
r +∆tvr.
Nous en de´duisons e´galement que le vecteur (Lr,r+1Nr,r+1) (t) = [Yr+1(t)− Yr(t),− (Xr+1(t)−Xr(t))]














Ce dernier re´sultat nous permet de´crire la discre´tisation temporelle pour la variation de















· Vr,r+1 = 0,




5.2 Quantite´ de mouvement et e´nergie totale
La discre´tisation des flux de quantite´ de mouvement et d’e´nergie totale est purement
explicite afin de conserver rigoureusement la quantite´ de mouvement et l’e´nergie totale.
Les longueurs et les normales sont identiques a` celles utilise´es dans le solveur nodal. Nous


































· (Lr,r+1Nr,r+1)n = 0.
5.3 Gestion du pas de temps
La gestion du pas de temps est base´e sur deux crite`res. Le premier crite`re s’apparente a`
une condition de type CFL : il garantit de manie`re heuristique la positivite´ de l’entropie.
Le second est un crite`re plus intuitif mais tre`s utile dans les applications : il limite la
variation relative du volume des mailles sur le pas de temps.
5.3.1 Crite`re CFL
On e´value au de´but du pas de temps la quantite´ :







ou` CE est un coefficient strictement positif, Lj la distance minimum entre les noeuds r
de la maille j et cj la vitesse du son de la maille. Pour les applications nous avons fixe´
CE = 0.3 et nous avons ve´rifie´ qu’avec cette valeur la variation d’entropie restait positive.
5.3.2 Crite`re de variation relative du volume
En vertu de 5.1 nous savons calculer le volume de la maille j a` l’instant t ∈ [tn, tn+1].





[Xnr + (t− tn)ur]
[
Y nr+1 + (t− tn)vr+1
]−[Y nr + (t− tn)vr] [Xnr+1 + (t− tn)ur+1] .
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r − ur+1Y nr − vrXnr+1
)
.
Avec un de´veloppement de Taylor nous en de´duisons une estimation du volume a` l’instant
tn+1 :




Soit CV un coefficient strictement positif CV ∈]0, 1[ on cherche ∆t tel que :
|Vn+1j − Vnj |
Vnj
≤ CV ,
pour ce faire nous construisons :







Pour les applications nous choisissons CV = 0.1.
Remarque 6 Nous nous sommes contente´s d’une estimation du volume de fin de pas
de temps a` l’aide de la formule de Taylor, nous pouvions aussi calculer exactement ce
volume. Dans cette perspective il fallait re´soudre une ine´quation du second de´gre´ pour
obtenir ∆tV .
Finalement le pas de temps ∆t est ge´re´ de la fac¸on suivante :
(5.7) ∆t = min (∆tE ,∆tV , CM∆t) ,
ou` CM est un coefficient multiplicatif permettant une remonte´e du pas de temps, on choisit
CM = 1.01 pour la plupart des applications.
5.4 Algorithme de calcul sur un pas de temps
• Donne´es initiales










j et les variables




r,r+1 pour r = 1..rr(j).
• Solveur nodal
• Pour chaque noeud interne on calcule d’abord la vitesse Vr en re´solvant (S), puis
les pressions aux demi-bras P j,r+1r et P
j,r
r+1 avec (CS2).
• Pour chaque noeud frontie`re on calcule d’abord la vitesse Vr en re´solvant (Sp) (pres-
sion impose´e) ou (Sv) (vitesse normale impose´e), puis les pressions aux demi-bras
P j,r+1r et P
j,r
r+1 avec (CS2p).
• Gestion du pas de temps
Calcul de ∆tV et ∆tE puis pre´diction de ∆t avec la formule : ∆t = min (∆tE ,∆tV , CM∆t).
• Incre´mentation des variables ge´ome´triques
28
Calcul de Xn+1r et Y
n+1





• Incre´mentation des variables physiques











partir de 5.4,5.5 et 5.6.
• Equation d’e´tat
Calcul de l’e´nergie interne εn+1j = E
n+1
j − 12‖V n+1j ‖2 et de Pn+1j par l’e´quation d’e´tat.
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6 Re´sultats nume´riques
Dans cette section nous pre´sentons les re´sultats obtenus avec notre sche´ma nume´rique pour
quelques cas-tests. Dans tous les cas les e´quations d’e´tat utilise´es sont de type gaz parfait
i.e. : la pression est donne´e par la formule P = (γ−1)ρε ou` γ est le coefficient polytropique
du gaz. Nous commenc¸ons par des cas-tests classiques monodimensionnels posse´dant
une solution analytique, pour aborder ensuite des cas bidimensionnels repre´sentatifs des
e´coulements rencontre´s dans le domaine de la Fusion par Confinement Inertiel en attaque
directe.
6.1 Tube a` choc de Sod bimate´riaux
On propose ici une variante bimate´riaux du cas-test de´fini par Sod dans la re´fe´rence [21].
On conside`re un tube a` choc de longueur unite´. Au temps initial, l’interface d’abscisse
x = 0.5 se´pare un milieu haute pression (a` gauche) d’un milieu basse pression. L’e´tat
gauche est caracte´rise´ par (ρg, Pg, ug) = (1, 1, 0) et l’e´tat droit (ρd, Pd, ud) = (0.125, 0.1, 0).
Pour l’e´quation d’e´tat nous avons γg =
7
5 et γd =
5
























Figure 9: Tube a` choc de Sod : donne´es initiales
(x, y) ∈ [0, 1] × [0, 0.1]. Le maillage initial est constitue´ de rectangles uniformes, on note
nx et ny le nombre de mailles suivant les directions x et y. On impose sur les bords des
conditions aux limites de type mur (vitesse normale nulle). On effectue trois calculs avec
ny = 10 et successivement nx = 100, 200, 400 afin de tester la convergence en maillage
du sche´ma. Le pas de temps est de´termine´ suivant le crite`re 5.7. On observe en figure
10 la comparaison des profils des grandeurs physiques ρ, P, u, ε au temps t = 0.2 avec la
solution analytique, pour les trois maillages. Les profils sont identiques a` ceux que l’on
obtiendrait avec un sche´ma Lagrangien 1D d’ordre 1, base´ sur le solveur acoustique de
Godunov (cf. interpre´tation du solveur nodal au paragraphe 4.4.1). Le choc est e´tale´ sur
quelques mailles et la de´tente est de´crite de fac¸on satisfaisante pour un sche´ma d’ordre
1. On note un pic d’e´nergie interne au niveau de la discontinuite´ de contact qui est une
conse´quence du caracte`re entropique du sche´ma. Le raffinement du maillage produit l’effet
attendu, c’est a` dire une meilleure ade´quation a` la solution analytique.
Remarque 7 On ame´liore sensiblement la description de la discontinuite´ de contact et
de la de´tente en utilisant un maillage a` pas variable, base´ sur une adaptation de masse
(voir figure 11). Si ∆xg (resp. ∆xd) est le pas d’espace a` gauche (resp. a` droite) de























































































Figure 11: Profils de densite´, tube a` choc de Sod a` t = 0.2, maillage adapte´ en masse
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6.2 Proble`me de Noh
Nous conside´rons l’implosion d’un cylindre de rayon unite´. Ce cylindre est constitue´
d’un gaz parfait monoatomique (γ = 5/3). L’e´tat initial est de´fini par (ρ0, P 0,V 0) =
(1, 0,−eR), ou` eR de´signe le vecteur unitaire radial. Ce test de´fini par Noh dans la
re´fe´rence [18] admet une solution autosemblable qui consiste en l’expansion d’un choc
cylindrique de force infinie a` vitesse constante D = 1/3. La syme´trie du proble`me nous
permet de limiter le domaine de calcul a` une tranche de cylindre d’ouverture angulaire Θ
(cf. figure 12). On utilise un maillage polaire e´quisectoriel constitue´ de triangles au centre
et de quadrangles. On note nx (resp. ny) le nombre de couches (resp. secteurs). Dans ce
qui suit θ de´signe la mesure en degre´ d’un secteur angulaire (Θ = ny θ). L’initialisation
effective du calcul est re´alise´e avec une pression P 0 = 10−6. On impose des conditions
aux limites de mur sur les bords de la tranche et une pression P ⋆ = P 0 sur le rayon


















Figure 12: Test de Noh : donne´es initiales
en figure 13 les re´sultats obtenus au temps t = 0.6 pour les trois maillages de´finis par
Θ = 12◦ avec successivement : (nx, θ) = (100, 4◦); (200, 2◦); (400, 1◦). La convergence
du sche´ma nume´rique est tout a` fait satisfaisante. La chronome´trie ainsi que les niveaux
de densite´ et de pression derrie`re le choc sont correctement restitue´s. On remarque au
centre un pic d’e´nergie interne et un de´ficit de densite´ caracte´ristiques du phe´nome`ne de
wall heating (cf. [18]). On observe en figure 14, le maillage a` l’instant final t = 0.6 pour
une configuration de calcul de´finie par Θ = 90◦, (nx, θ) = (100, 2◦). On remarque que la






























































Figure 13: Profils test de Noh a` t = 0.6, comparaison avec la solution analytique










Maillage global Zoom de la partie centrale
Figure 14: Test de Noh : maillage a` t = 0.6
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6.3 Compression isentropique de Kidder
Dans la re´fe´rence [14] Kidder a mis en e´vidence par une me´thode de se´paration des vari-
ables, la solution analytique correspondant a` la compression isentropique d’une coquille
cylindrique constitue´e d’un gaz parfait. Nous rappelons brie`vement les principales car-
acte´ristiques de cette solution afin de de´finir notre cas-test. Au temps initial, la coquille
a pour rayon interne (resp. externe) r1 (resp. r2), soient P1, P2, ρ1 et ρ2 les pressions
et densite´ en r1 et r2. Les profils initiaux de densite´ et de pression sont fournies par les

















La coquille est initialement au repos donc u0(r) = 0. Le caracte`re isentropique de la com-
pression nous donne s =
P2
ργ2






. La valeur de γ est fixe´e (pour l’obtention
d’une solution comple`tement analytique) : γ = 1 + 2/ν, ou` ν = 1, 2, 3 suivant que l’on
a une syme´trie plane, cylindrique ou sphe´rique. Dans le cas pre´sent on prend γ = 2. Le










sγργ−1i pour i = 1, 2 est la vitesse du son isentropique en ri.
Soit R(r, t) le rayon Eulerien a` l’instant t > 0 d’une particule fluide situe´e initialement









La compression isentropique de la coquille est re´alise´e en imposant les lois de pression
suivantes aux interfaces internes et externes :P (R(r1, t), t) = P1h(t)
− 2γ
γ−1 ,
P (R(r2, t), t) = P2h(t)
− 2γ
γ−1 .
Les expressions des grandeurs physiques a` l’instant t ∈ [0, τ [ sont donne´es par :






















Pour ce cas-test nous utilisons les valeurs nume´riques suivantes : r1 = 0.9, r2 = 1,
P1 = 0.1, P2 = 10 et ρ2 = 10
−2, nous en de´duisons ρ1 = 10−3, s = 105 et τ = 7.265 10−3.
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Le domaine de calcul est constitue´ d’un quart de couronne (cf. figure 15). Nous appliquons
des conditions aux limites de type mur sur les axes X = 0, Y = 0 et les lois de pressions
de´finies pre´ce´demment sur les interfaces interne et externe. Pour les calculs nous utilisons
les maillages polaires e´quisectoriels de´finis par (nx, ny) = (25, 44); (50, 88); (100, 176).
Les calculs sont mene´s jusqu’a` un instant proche de la focalisation, soit t = 0.99τ . Dans





























Figure 15: Compression isentropique de Kidder : donne´es initiales
en figure 16 un parfait accord avec la solution analytique, pour l’e´volution du rayon externe
de la coquille. Pour la densite´ moyenne ρ¯(t) 1, on restitue correctement la compression
a` proximite´ de la focalisation, la convergence se faisant par valeurs infe´rieures. Pour
les profils de densite´ a` l’instant final, un e´cart apparaˆıt au niveau de l’interface interne.
Cet e´cart qui diminue avec le raffinement de maillage est sans doute duˆ a` la diffusion




. Ce parame`tre mesure la production d’entropie par le sche´ma. Pour
la solution analytique nous avons αe = 1 (compression isentropique). L’e´cart a` la solution
analytique est important en face interne pour le maillage grossier, il diminue avec le
raffinement. Cet exce`s d’entropie en face interne de´grade la compression, ce qui explique
l’allure des profils de densite´ au niveau de la face interne. On a repre´sente´ en figure 17
le maillage a` l’instant final t = 0.99τ , on observe que l’implosion conserve la syme´trie
cylindrique.






































































Densite´ a` t = 0.99 τ Parame`tre d’entropie a` t = 0.99 τ
Figure 16: Compression isentropique de Kidder, comparaison avec la solution analytique





Figure 17: Compression isentropique de Kidder : maillage a` t = 0.99τ
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6.4 Test repre´sentatif de l’hydrodynamique d’une implosion
FCI
Nous pre´sentons dans ce paragraphe un test simplifie´ d’implosion d’une cible FCI en
ge´ome´trie cylindrique. Cette cible est constitue´e de deux mate´riaux (gaz au centre et
coquille) ayant la meˆme e´quation de type gaz parfait (γ = 5/3). Les valeurs nume´riques
des donne´es du proble`me ont e´te´ choisies pour que l’implosion soit repre´sentative d’un
e´coulement de type FCI. L’interface gaz coquille est situe´e au rayon r1 = 0.1 cm et la
rayon externe de la cible vaut r2 = 0.11 cm (cf. figure 18). L’e´tat initial du gaz donne´ par
: (ρ1, P1,V1) = (0.01, 2.5 10
9, 0) et celui de la coquille par (ρ2, P2,V2) = (1, 2.5 10
11, 0).
Les grandeurs physiques sont exprime´es en unite´s CGS. On applique sur la surface externe
une loi de pression constante au cours du temps de´finie par : P ⋆ = 1014. Le maillage
est constitue´ de 25 secteurs uniformes sur l’intervalle [0, 90◦] et de 200 couches re´parties
de la fac¸on suivante : 100 couches uniformes dans le gaz et 100 couches en progression
ge´ome´trique dans la coquille. La progression ge´ome´trique est de´finie de telle sorte que
























Figure 18: Test FCI : donne´es initiales
19 le diagramme de marche de l’implosion, i.e. : l’e´volution au cours du temps des
trajectoires des noeuds du premier secteur. On observe sur ce diagramme les deux phases
d’acce´le´ration de la coquille. Un premier choc traverse la coquille et atteint l’interface
interne vers 10−9 s. Il en re´sulte la mise en vitesse de l’interface, un choc convergent
dans le gaz et une de´tente qui remonte dans la coquille. Lorsque cette de´tente arrive sur
l’interface externe vers 1.5 10−9 s, elle se re´fle´chit en un choc qui re´-acce´le`re la coquille et
de´bouche a` l’interface interne vers 3.2 10−9 s. La figure 19 montre la focalisation des ces
deux premiers chocs au voisinage du centre. Ces chocs, apre`s rebond au centre, viennent
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interagir avec l’interface et la ralentir. Il en re´sulte une se´rie d’allers et retours d’ondes
de choc qui provoquent la stagnation de la coquille vers 5 10−9 s. Afin de valider notre
calcul, nous effectuons une comparaison avec le code 1D Chivas (cf. [13]) qui utilise un
sche´ma de type VNR (Von Neumann Richtmyer cf.[19]). Nous montrons en figure 20
la trajectoire de l’interface interne obtenue avec notre code et avec le code Chivas. Les
courbes sont quasiment superpose´es ce qui de´montre la qualite´ de notre sche´ma.
Diagramme de marche Zoom autour de la stagnation



























Figure 20: Test FCI : e´volution du rayon de l’interface au cours du temps
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6.5 Tube de Saltzman
Nous conside´rons maintenant l’avance´e d’un choc plan sur un maillage bidimensionnel que
l’on a pre´alablement de´forme´ (cf. [8]). Ce cas test nous permet de valide´ la robustesse de
notre sche´ma lorsque des anisotropies de maillage sont pre´sentes. Notre domaine de calcul
est un rectangle de´fini par (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 0.1]. Le maillage non de´forme´ uniforme est
compose´ de 100 × 10 mailles. Le maillage initial, repre´sente´ sur la figure 21, est obtenu
en appliquant la de´formation mono-dimensionnelle suivante :{
xdef = x+ (0.1− y) sin(πx),
ydef = y.
Nous traitons le cas d’un gaz parfait monoatomique (γ = 5/3). L’e´tat initial est de´fini
par (ρ0, P 0,V 0) = (1, 0, 0). La condition aux limites en x = 0 est une vitesse normale
impose´e de valeur V ⋆ = −1 (vitesse rentrante). Sur les autres bords nous imposons une
condition aux limites de type mur.




Figure 21: Test de Saltzman : maillage initial
Dans de telles conditions nous obtenons un choc plan qui se propage a` une vitesse
constante D = 4/3. Sur la figure 22 nous montrons la propagation du choc dans le
domaine au temps t = 0.6 et nous pouvons voir que le choc reste bien mono-dimensionnel.
Le choc atteint le bord x = 1 au temps t = 0.75 (cf. figure 22). Derrie`re lui le maillage
vertical initialement tordu est redresse´ alors que les lignes de maillages horizontales restent
quasi-paralle`les entre elles. Le profil de densite´ pour le temps t = 0.6 est repre´sente´ sur
la figure 24. Le niveau du choc n’est pas uniforme mais il oscille autour de la valeur
nominale ρ = 4. La robustesse du sche´ma est clairement illustre´e par ce cas test. En effet,
nous atteignons le temps t = 0.93 qui correspond a` deux rebonds successifs du choc sur
les bords du domaine (cf. figure 25). Au-dela` de ce temps le calcul s’arreˆte car on observe






Figure 22: Test de Saltzman : maillage au temps 0.6 s

























Figure 25: Test de Saltzman : maillage au temps 0.93 s
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6.6 Test de Sedov
Nous nous inte´ressons maintenant a` la propagation d’une onde de choc cylindrique de
grande puissance cre´e´e par une forte explosion, i. e. par la libe´ration d’une importante
quantite´ d’e´nergie dans un volume restreint [25]. Toutes nos conditions aux limites sont de
type mur. Nous traitons le cas d’un gaz parfait monoatomique (γ = 5/3) initialement au
repos (ρ0, P 0,V 0) = (1, 0, 0) dans lequel nous initialisons un pic d’e´nergie. Nous e´tudions
ce cas test sur une grille carte´sienne puis sur une grille polaire. Afin de comparer nos
re´sultats nous prendrons soin d’initialiser la meˆme quantite´ d’e´nergie sur les diffe´rents
maillages que nous e´tudions.
Sur la grille carte´sienne, le domaine de calcul est de´fini par (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1]. Dans
le cas du maillage le plus grossier, (nx, ny) = (50, 50) nous initialisons l’e´nergie interne
spe´cifique de la premie`re maille a` la valeur ǫ0 = 5000. Ce qui correspond a` la zone de´finie
par (x, y) ∈ [0, 1/50] × [0, 1/50]. Pour les maillages plus fins, (nx, ny) = (100, 100) et
(nx, ny) = (200, 200), afin de conside´rer la meˆme quantite´ d’e´nergie, nous initialisons
l’e´nergie interne spe´cifique sur la zone qui correspond a` celle de´finie pour le maillage
grossier.
Pour la grille polaire, le domaine de calcul est de´fini par (r, θ) ∈ [0, 1] × [0, 90◦]. Le
maillage que nous utilisons est constitue´ de quadrangle et de triangle au centre. Le
couple (nx, ny) correspond au nombre de couches et de secteurs du maillage. Dans le
cas du maillage le plus grossier (nx, ny) = (50, 25) nous initialisons l’e´nergie interne
spe´cifique sur les mailles centrales (tous les triangles) qui de´finissent la zone (r, θ) ∈
[0, 1/50] × [0, 90◦]. Comme la surface a` initialiser a change´e et que nous devons faire
co¨ıncider la quantite´ d’e´nergie a` initialiser a` celle de la grille carte´sienne, nous modifions
l’e´nergie interne spe´cifique initiale qui prend la valeur ǫ0 = 5000 4π . De la meˆme manie`re
que pour la grille carte´sienne, pour les maillages polaires plus fins, (nx, ny) = (100, 50)
et (nx, ny) = (200, 100), les mailles initialise´es sont celles qui se trouvent dans la zone
de´finie par (r, θ) ∈ [0, 1/50]× [0, 90◦].
La figure 26 repre´sente le maillage final a` t = 0.1 pour les deux types de grilles. Nous
voyons clairement que les initialisations nous conduisent aux meˆmes re´sultats.
Lorsque l’on compare les profils de densite´ obtenus sur les deux types de grilles, nous
pouvons voir la bonne concordance des re´sultats (cf. figures 28-30). Notons que sur la
grille polaire, pour un maillage donne´, les profils de densite´ sont identiques quelque soit
le rayon conside´re´. En revanche, comme le montre la figure 29, sur la grille carte´sienne le
profil de densite´ suivant la diagonale diffe`re des profils de densite´ suivant les axes x et y, qui
eux sont confondus. Ne´anmoins, la figure 30 de´montre qu’en effectuant une convergence
sur le maillage nous obtenons des re´sultats qui sont comparables aux re´sultats obtenus
avec la grille polaire.
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Figure 30: Test de Sedov : profils de densite´ a` t=0.1 et convergence
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6.7 Perturbation de la compression isentropique de Kidder
Nous e´tudions dans ce paragraphe la capacite´ du sche´ma dans le domaine des instabilite´s
hydrodynamiques en ge´ome´trie cylindrique. Pour ce faire nous conside´rons l’implosion
d’une couronne cylindrique a` la Kidder (cf. paragraphe 6.3), dont on a perturbe´ ini-
tialement les interfaces interne et/ou externe (rayons r1 et/ou r2). Nous observons
alors la croissance de l’amplitude du de´faut sur la face externe. Moyennant l’hypothe`se
d’incompressibilite´ des perturbations, on peut obtenir une solution analytique du proble`me
perturbe´ dans la phase line´aire de croissance des perturbations. Pour obtenir ces solutions
nous avons repris l’approche de´veloppe´e dans les re´fe´rences [11] et [10]. Nous rappelons
brie`vement les principaux re´sultats concernant la solution analytique afin de mettre en
place ce cas-test. Une e´tude plus de´taille´e de ce proble`me est expose´e dans la re´fe´rence
[3].
Nous commenc¸ons par de´finir la perturbation du maillage initial. On se place dans le
repe`re carte´sien (0, x, y) muni des coordonne´es polaires (r, θ). Les coordonne´es polaires
des noeuds du maillage perturbe´ sont de´termine´es par les formules suivantes :{
rp = r + a0ξr(r, θ),
θp = θ + a0ξθ(r, θ),





est le vecteur de´placement
de la perturbation de´fini par :{












L’entier n est le mode de la perturbation et A1, A2 sont des constantes de´termine´es par
la donne´e des niveaux de perturbations ξ1 et ξ2 sur les interfaces interne et externe, i.e. :
ξ1 = ξr(r1, 0) et ξ2 = ξr(r2, 0). Un calcul imme´diat nous fournit :







2 − rn−11 r−n−12
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2 − rn−11 r−n−12
.
La forme de ξ de´coule du fait que ξ de´rive d’un potentiel qui est solution de l’e´quation
de Laplace. On ve´rifie sans peine que ∇ · ξ = 0, ce qui traduit le caracte`re incompressible
de la perturbation.
En utilisant les re´sultats pre´ce´dents, nous en de´duisons l’expression des coordonne´es
















[x sin(a0ξθ) + y cos(a0ξθ)] .
Pour fixer les ide´es nous avons repre´sente´ en figure 31 le maillage perturbe´ pour la demi-
couronne de rayons : r1 = 0.9, r2 = 1, avec les donne´es suivantes : mode de perturbation
n = 8, niveaux interne et externe ξ1 = 0, ξ2 = 1, amplitude a0 = 0.02. Dans la re´fe´rence [3]
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Figure 31: Maillage perturbe´
on montre que l’amplification a(r, θ, t) de la perturbation au niveau de l’interface externe
est donne´e par la formule analytique :






ou` t est le temps normalise´ par le temps de focalisation τ , donc t ∈ [0; 1[. Les fonctions




























Nous pre´sentons ci-apre`s les re´sultats nume´riques obtenus pour les trois cas suivants :
modes 4 et 8 avec perturbation de la surface externe et mode 8 avec perturbation des
surfaces interne et externes. Pour un mode donne´, on commence par de´finir un maillage
compatible avec ce mode, i.e. avec un nombre suffisant de secteurs par longueur d’onde.
Avec ce maillage on effectue le calcul de l’implosion non perturbe´e et on rele`ve R(r2, t) la
position du noeud de l’interface externe correspondant a` θ = 0. Ensuite, on perturbe le
maillage en suivant le protocole de´fini pre´ce´demment. On initialise le calcul sur ce maillage
perturbe´ et on effectue le calcul de l’implosion perturbe´e. On rele`ve alors Rp(r2, t) la
position du noeud analogue a` celui du calcul non perturbe´. L’amplification nume´rique est





Pour tous les calculs qui suivent nous avons choisi une valeur d’amplitude initiale suff-
isamment petite a0 = 10
−6 de fac¸on a` rester dans la phase line´aire du de´veloppement des
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perturbations. Le temps final des simulations est t = 0.99 et le pas de temps est ge´re´
suivant la condition 5.7.
6.7.1 Mode n = 4, ξ1 = 0, ξ2 = 1, a0 = 10
−6




]. Nous utilisons les maillages polaires e´quisectoriels de´finis par (nx, ny) = (25, 44),


























Figure 32: Mode n = 4, position des noeuds remarquables
Nous observons en figure 33 les re´sultats correspondants au maillage le plus grossier.
Nous avons releve´ l’e´volution temporelle de l’amplitude du de´faut, pour les noeuds car-
acte´rise´s par θ = 0, π/8, π/4, 3π/8, π/2 (voir le sche´ma en figure 32). Nous constatons
que les syme´tries attendues pour les noeuds θ = 0, π/4, π/2 sont parfaitement respecte´es.
De plus les noeuds θ = π/8, 3π/8 restent quasiment immobiles, on note cependant une
tre`s le´ge`re amplification (de l’ordre du pourcent en valeur relative) lorsque l’on s’approche
de la focalisation. Nous comparons en figure 34, l’e´volution temporelle du de´faut obtenue
nume´riquement pour les trois maillages de´finis pre´ce´demment, avec la solution analytique.
On constate la convergence des re´sultats nume´riques vers la solution analytique.
Nous repre´sentons en figure 35 le maillage correspondant au calcul perturbe´ d’une
couronne comple`te, a` proximite´ du temps de focalisation. Le maillage initial est de´fini
par (nx, ny) = (25, 176). On a pris pour amplitude initiale a0 = 10
−3, de telle sorte qu’au
































Noeuds d’amplitude maximale Noeuds d’amplitude nulle























Figure 34: Mode n = 4, e´volution temporelle de l’amplitude du de´faut externe
50








Maillage au temps t/τ = 0.98
Zoom
Figure 35: Mode n = 4, phase non-line´aire a0 = 10
−3
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6.7.2 Mode n = 8, ξ1 = 0, ξ2 = 1, a0 = 10
−6




]. Nous utilisons les maillages polaires e´quisectoriels de´finis par (nx, ny) = (25, 44),




















Figure 36: Mode n = 8, e´volution temporelle de l’amplitude du de´faut externe
bon accord avec la solution analytique pour l’e´volution temporelle du de´faut en face
externe. De manie`re analogue au mode n = 4, on constate une convergence vers la
solution analytique par valeurs infe´rieures.
Nous montrons en figure 37 la maillage obtenu en phase non-line´aire pour le calcul
de l’e´coulement perturbe´ sur une ge´ome´trie comple`te. Le maillage initial est de´fini par :
(nx, ny) = (25, 176)· L’amplitude initial du de´faut a pour valeur a0 = 10−3.
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Maillage au temps t/τ = 0.98
Zoom
Figure 37: Mode n = 8, phase non-line´aire a0 = 10
−3
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6.7.3 Mode n = 8, ξ1 = 2.565293, ξ2 = 1, a0 = 10
−6
Pour ce cas-test nous avons introduit un de´faut non nul sur l’interface interne en nous
inspirant de la re´fe´rence [10]. Le niveau de ce de´faut ξ1 est calcule´ de telle sorte qu’au
temps final t = 0.99, l’amplitude de la perturbation sur la face externe revienne a` sa
valeur initiale. On met ainsi en e´vidence un couplage des de´fauts sur les interfaces interne
et externe qui permet d’obtenir une croissance oscillante de de´faut sur l’interface externe.
Pour ce cas nous utilisons un domaine de calcul et des maillages identiques a` ceux de´finis



















Figure 38: Mode n = 8 couple´, e´volution temporelle de l’amplitude du de´faut externe
Les re´sultats obtenus (cf. figure 38) pour ce cas sont tre`s satisfaisants. Ils montrent
l’aptitude du sche´ma nume´rique a` restituer correctement le couplage des perturbations
entre les faces interne et externes.
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7 Conclusion et perspectives
Nous avons mis en place un sche´ma colocatif en e´nergie totale pour la dynamique des
gaz bidimensionnelle en coordonne´es de Lagrange. Contrairement a` l’approche classique
volumes finis, ce sche´ma repose sur l’utilisation d’un solveur nodal bidimensionnel, qui
peut s’interpre´ter comme une extension du solveur acoustique de Godunov. La con-
struction de ce solveur est base´ sur un argument de conservativite´ (quantite´ de mou-
vement et e´nergie totale) et d’ine´galite´ entropique. Les flux de volume, de quantite´ de
mouvement et d’e´nergie totale ainsi que la vitesse des noeuds sont calcule´s de manie`re
cohe´rente. Nous avons e´galement ve´rifie´ que dans le cas d’e´coulements monodimension-
nels (a` syme´trie plane ou cylindrique), nous retrouvions rigoureusement les re´sultats issus
du solveur acoustique de Godunov.
Les premiers tests de validation effectue´s avec ce sche´ma nous fournissent des re´sultats
encourageants tant du point de vue de la pre´cision que de la robustesse. Il est ne´anmoins
ne´cessaire de poursuivre cette validation sur des cas d’e´coulements bidimensionnels repre´-
sentatifs de l’hydrodynamique FCI en e´tudiant par exemple des instabilite´s de type
Rayleigh-Taylor et Richtmyer-Meshkov.
Dans un prochain rapport a` paraˆıtre nous envisagerons l’extension axisyme´trique de ce
sche´ma. L’e´tape suivante consistera a` e´tudier le passage a` l’ordre 2 qui pourrait s’effectuer
en utilisant une me´thode de type Galerkin discontinu. Par ailleurs des investigations
seront mene´es pour e´tudier la capacite´ de notre sche´ma a` eˆtre couple´ a` des mode`les de
physiques supple´mentaires (conduction, e´lastoplastique, champ magne´tique). Enfin a` plus
long terme nous nous inte´resserons a` l’extension tridimensionnelle de notre sche´ma.
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